The first one of the vectorial equations of Table 2 is multiplied with n ( -}) m^ and the summation over i is performed. Since WfC^ = ^ m<Cf 0)
With (6.12), (6.13) the first vector equation of Table 2 yields the local balance of linear momentum in the familiar form
Because the collision term is local, an antisymmetric part of the pressure tensor does not occur (for a discussion of this problem see Ref. 9 ).
The local conservation laws appear as the most simple applications of the special system of transport relaxation equations. Further applications, in particular the treatment of the Senftleben-Beenakker effect of thermal conductivity, viscosity and diffusion for a binary mixture (especially for a mixture of rotating molecules with a noble gas) will be given in a forthcoming paper.
The authors are indebted to Prof. Dr. L. WALDMANN and Dr. S. HESS for stimulating discussions.
Oberflächenspannung und Thermodynamik des perfekten Gases

EBERHARD HILF
Physikalisches Institut der Universität Würzburg A thermodynamic system of N Fermions or Bosons, bound by an external potential but with almost no additional contribution of the interaction energy between the particles to the binding of the system is called a bound perfect quantum gas. Its single particle energy level density g(e) depends on the properties of the external potential. This is chosen to be zero inside and infinite outside a given arbitrary simple connected closed shape. Within the leptodermous assumption A 71 '' 3 1 then o (e) can be written explicitly as a sum of three terms which are proportional to the volume, surface, curvature tension. Its thermodynamics is developed: 1) one thermodynamic variable can be eliminated, reducing the phase space dimensions; 2) the Gibbs -Duhem relation is disfigured only by surface -and curvature terms, stating that the system is still makroscopically homogenious except in the surface area, where e.g. the particle density falls down to zero smoothly; 3) the Landsberg-definition p • V = § U still holds, confirming that our microscopically defined system is macroscopically a perfect gas in the sense of Landsberg, despite the surface phenomena. In the appendix the advantages of an operatorlike shortwriting of the partial derivative notation are demonstrated.
Es wird die Thermodynamik eines räumlich begrenzten perfekten Gases aufgebaut.
In der klassischen Physik wurde ein Gas meist als ,,ideal" bezeichnet, wenn es der thermischen Zustandsgleichung p • v = T (Druck p, spezifisches Volumen v: = V/N. Der Boltzmann-Konstanten ist der Wert 1 zugeordnet. Die Temperatur T kann in erg gemessen werden 1 ) genügt oder zumindest die mittlere Energie pro Teilchen u(T): -U/N nur von Sonderdruckanforderungen also S = S, N = N und ¥ = Y, mit -F/T = log Z, wobei Z die kanonische Zustandssumme ist. Sei irgendeine der ursprünglichen energiedimensionierten Größen durch B, die zugehörige dimensionslose Größe durch B charakterisiert, so gilt:
Das ideale Gas ist damit gegeben durch Angabe der Gestaltparameter V, w und l des einhüllenden Hohlraumes des en-Spektrums (der Eigenwerte der Eigenzustände) und der mittleren Besetzungszahl v dieser Eigenzustände, 
T3/2 J2(f) ' N(£,T) = j dx-v (C, x) dMjdx = [ U(C, T) = jdx -v(C, x)-x*-dM/dx
Zusammen mit (21) ist damit ÖVT als Funktion von £ und T mit Hilfe der Planck-Fermi-Integrale (19) dargestellt,
Neben OVT sind manchmal auch die isobar-isothermische Oberflächenspannung bzw. die isochoradiabatische Oberflächenspannung nützlich,
die in (60) angegeben werden.
J'2 (t)-^w T-i/ 2 Jx (C) + -i l Ti J'0 (?)
16 In dem Spezialfall (T = 0, Fermi-Gas), der in_ 6~n behandelt worden ist, ist v = ©(et -e), folglich dM = dA T , falls e < et (mit et als Fermi-Energie). Dann läßt sich (16) durch partielle Integration direkt auswerten:
U --J dN(e) • e = et N -JdeN(e). 0 0 b) Zustandssumme und Oberflächeneffekte
Für den Aufbau der Thermodynamik des in einem Hohlraum $ eingeschlossenen quantenmechanisch perfekten Gases denken wir uns N, T, V und die Gestalt von iß (durch w und l) vorgegeben, gehen also von der kanonischen Zustandssumme Eine korrekte Ableitung des Ausdrucks (28) für den Logarithmus der Zustandssnmme ist z.B. von SCHRÖDIN-GER 17 gegeben worden.
Er zeigt, daß man zum Ausdruck (28) nur gelangen kann, wenn zwei Terme vernachlässigt werden, von denen bei festgehaltenem £ der eine proportional zu log A T , der andere konstant (in bezug auf N) ist; die Hauptterme von (28) sind proportional zu N (denn fist bei homogenen Systemen eine extensive Größe). Schrödinger schreibt, daß diese Zusatzterme berücksichtigt werden müssen für ein Studium von "gas bodies so small that their thermodynamical behaviour depends on their size and shape. The peculiar features would be termed ,surface phenomena' by the experimentalists". Diese Meinung werden wir korrigieren. Als Ausdruck für die Zustandsdichte dagegen kennt Schrödinger nur den ersten Summanden von (20).
Wir präzisieren nun unsere Voraussetzung der Leptodermität (5) und der Stetigkeit von g(e) zur "quasiklassischen Näherung". Physikalisch besagt sie, daß wir von dem Einfluß mikroskopischer Feinstruktur und von Phasentrennungen absehen, das System also als "mikroskopisch homogen" ansehen und nur den Einfluß der durch die räumliche Begrenzung 23 quantenmechanisch bedingten "makroskopischen Inhomogenitäten" betrachten. Dies führt wegen (4) über die Zustandsraumsummation (28) zu gestaltabhängigen Zusatztermen, die bzgl. der Teilchenzahl proportional zu N 2/3 bzw. N 1/3 sind. (Zum Beweis ist der Ausdruck (21) für A T (£, T) in dritter Näherung nach T aufzulösen und in (32) einzusetzen.) Wir setzen also genauer (6 ti* N)V 3 > log (29) voraus. Damit können wir die Schrödingerschen Zusatzterme vernachlässigen, die zwar das Studium des statistischen Verhaltens von Systemen sehr kleiner Teilchenzahlen ermöglichen, aus denen sich aber keine von der Art der Mittelwertbildung über das statistische Verhalten unabhängige Thermodynamik aufbauen läßt, denn es sind ja genau solche Zusatzterme, um die sich die aus verschiedenen Gesamtheiten gewonnenen makroskopischen Größen unterscheiden; so gilt z.B. für die Entropie:
Eine Verfeinerung des Näherungstusdruekes für logZ bis etwa zu Termen ~ log A 7 ist für räumlich begrenzte Systeme noch aus einem zweiten Grunde nicht sinnvoll. Der Näherungsausdruck g(e) [s. Gl. (4)] für den mittleren Verlauf der Zustandsdichte g(e) enthält die von der Gestalt von nur über die Oberflächenintegrale V, W und L abhängigen Terme, soweit sie asymptotisch > e -1 / 2 sind. Der mittlere Verlauf der Differenz R: = g(e) -g(e), der sog. Restterm, hängt dagegen in komplizierter Weise von der genauen Gestalt von $ und von e ab. Für beliebige Gestalt von 23 gibt es für R bisher nur die Abschätzung R < O (g-9/28). jn io jst (Jie Vermutung R = o(l) numerisch begründet worden. In (28) Der Ausdruck (20) für g(e) enthält gestaltabhängige Terme, die sich wegen der Summation in (28) über alle Zustände Xj auf log Z auswirken; in quasiklassischer Näherung ersetzen wir 1. die Summation durch Integration und 2. g(e) durch g(e) nach (20): oo oo 2 log(l -t£exp(-XJ 2 ) => \dffl(x) log(l -i£exp {-x 2 )) -f dz£(.r) • 2 Ta;log(1 -iCexp(-x 2 )) x, o 6 T 3 ' 2 w T l r 1 / 2 = 2 ^ K2 ^ ~ "8^r ® + "8^-Ko tt) -
letzteres mit Hilfe der Integrale oo oo Kn(£) := jdxx n -log(l -t£exp(-x 2 )) = jdx x n • log(£exp( -x 2 ) v" 1 ), i = ± 1 ,
wegen ( 
B. Thermodynamik
Zunächst führen wir in Abschnitt a) über die freie Energie den Druck, die Entropie und das chemische Potential ein, um dann in b) die wichtigsten thermodynamischen Potentiale und ihre totalen Differentiale anzugehen. Dabei wird die besondere Struktur der Thermodynamik des in einem Hohlraum eingeschlossenen quantenmechanisch behandelten perfekten Gases hervortreten:
1. Die thermodynamischen Potentiale hängen nach der Transformation (11) nur noch von zwei (statt drei) unabhängigen Variablen ab; es erweist sich, daß es dann auch nur zwei (statt drei) linear unabhängige thermodynamische Potentiale gibt. Dies ist eine Folge der praktisch fehlenden Zweiteilchenwechselwirkung der Partikel des perfekten Gases.
2. Die Gibbs-Duhem-Relation gilt bis auf je einen in w und l linearen Term. Dies bestätigt, daß das System im Innern homogen und nur in der Oberflächennähe ("makroskopisch") inhomogen ist. a) Entropie S, Druck p und chemisches Potential p.
Die partiellen Ableitungen von F(T, N).
Die "thermodynamische Funktion" (42), (43), (44) und (11) 
Wegen F:= -TW folgt hieraus unmittelbar
Dies ist die Relation, die LANDSBERG 20 als notwendige und hinreichende Bedingung für die Eigenschaft eines Systems, nichtrelativistisches perfektes Gas zu sein, vorgeschlagen hat. Also ist unser System trotz Oberflächen-und Krümmungsspan-nung und der damit in Oberflächennähe verbundenen Ortsabhängigkeit von Dichte und Energiedichte makroskopisch ein perfektes Gas.
Aus (21) New York, London; S. 216, Aufgabe 27.7 [1961] . 21 Ebenso gilt: 
denn nach (41) Diese Reduktion der Thermodynamik in den transformierten Größen kann als makroskopische Definition des Begriffes "nichtrelativistisch-perfektes Gas" verwendet werden.
1. Für das totale Differential der freien Energie F(T, V, N) folgt aus (44), (45) 
2. Das totale Differential der Energie ergibt sich aus (45) und (75) in bekannter Weise zu dU = dF + d{TS), also dU= TdS -pdV + iudN .
Aus ( 
In den transformierten Variablen sind also dH und dl7 parallel und haben die gleichen natürlichen Variablen im Gegensatz zu dT7 und d£7.
4. Das totale Differential der freien Enthalpie ist nach (75) gleich dG = -SdT + Vdp + pdN. 
Im Unterschied zur integralen Gibbs-DuhemRelation für homogene Systeme Gnom = juN treten hier für das räumlich begrenzte perfekte Gas zwei Terme hinzu, die jedoch linear im Inhalt, bzw. der Krümmung der Oberfläche des Gefäßes sind. Das System ist also nach Ausweis von (89) nicht global homogen. Es gilt jedoch ebenso wie alle übrigen thermodynamischen Relationen die differentielle Gibbs-Duhem-Relation G = /u; das System ist makroskopisch im Gleichgewicht, es ist lokalhomogen, auch in der Oberflächenschicht. Damit sind alle wichtigen thermodynamischen Relationen eines räumlich begrenzten nichtrelativistisch-perfekten Gases großer Teilchenzahl auf die Abhängigkeit von der räumlichen Gestalt der Begrenzung untersucht worden.
Der Zustandsraum kann stets so geeignet erweitert werden, daß in dessen erweiterter Basis das System auch global homogen ist, also wieder eine integrale Gibbs-Duhem Relation gilt. 
Anhang Operatorschreibweise partieller Ableitungen
In diesem Anhang werden auch zur Einübung in das Arbeiten mit der Kurzschreibweise der partiellen Ableitungen die nützlichen Relationen zwischen partiellen Differentialen zusammengestellt.
Substitutionsregeln für partielle Ableitungen
In einem zweidimensionalen Zustandsraum läßt sich jede thermodynamische Größe a,b, c, ... als 
